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Parameterbestimmung fur Weibull-Verteilung

In der klassischen Betrachtung ergeben sich die Weibull-Parameter durch Berech-
nung der Ausgleichsgerade im linearisierten Weibull-Wahrscheinlichkeitsdiagramm
/1]

Die Punkte fur die Ausgleichsgerade bestimmen sich durch Umstellen der 2-

parametrigen Weibull-Funktion nach t:

1
In(ln(l_HJ] = bin(t) — bIn(T)
-

)
Y X a

Substituiert man die Terme durch Y, X und a, so erhalt man eine Ausgleichsgerade

mit:

Y=bX+a

b ist also gleichzeitig die Steigung der Ausgleichsgerade, als auch der
Formparameter im Weibull Netz. Die Bestimmung von b und a erfolgt in der Regel
durch die bekannte Methode der kleinsten Fehlerquadrate und den obigen Werten

X und Y. T berechnet sich dann aus dem Schnittunkt der Ausgleichsgerade durch
die Y-Achse, mit:

a=-bIn(T)

und aufgeldst nach

T=e¢e

o o

In der Literatur wird haufig empfohlen, die lineare Regression tber X und Y anstelle
von Y und X durchzufiihren. Die Berechnung der Haufigkeiten ist weniger
fehlerbehaftet, als die Angaben der Laufzeiten. Deshalb macht es Sinn die
Fehlerquadrate in X- und nicht in Y-Richtung zu minimieren (Least-Square-

Methode). Der Ansatz lautet dann:

y=1x+ L
b” b

Die Unterschiede sind in der Praxis in bezug auf b jedoch vernachlassigbar.

Ein anderes Verfahren zur Bestimmung von b und T ist die Berechnungsmethode

von Gumbel /4/, bei der die Punkte im Weibull-Netz anders gewichtet werden:
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b 0.577

SIog

(ilog(ti )j/n +0,2507/b
T =10

i=1
mit
Sig = logarithmische Standardabweichung
Bei dieser Bestimmung ergeben sich gegeniber der Standardmethode grol3ere
Werte flr b, was bei der Interpretation der Ergebnisse zu beachten ist.
Eine weitere Methode zur Bestimmung von b und T ist die Maximum-Likelihood-

Abschatzung (MLE) /5/. Fur die Weibull-Analyse ergibt sich folgende Beziehung:

itib In(tl) 1 n
BT —Z In(t;) - =
Ztib i=1

Fur den Fall, dass nicht alle Priflinge ausfallen, z.B. weil manche vorher entnom-

men wurden, bezieht sich der mittlere Term nur auf die Ausfalle:

Zt Int) |
=1 ZI (t) o+ n : Gesamtzahl der Priflinge
Zt B

- r : Anzahl Ausfalle
Zur Ermittlung von b missen beide Formeln iterativ gelost werden. Ist b bestimmt

worden, kann T direkt berechnet werden:

1

:(étibj %jb und fr r<n T{%(it‘bni

Die MLE Methode liefert besonders bei kleinen Stichproben eine zu hohe Steigung
(siehe Vergleich in Tabelle weiter unten). Hirose /32/ bietet deshalb eine erwar-
tungstreue Korrektur fur die b:

b
bMLEu = 2 3 4
1,0115+1,278/r +2,001/r° +20,35/r° + 46,98/ r

buiey steht fur unbiased MLE und r ist die Anzahl Fehler.

Fur unvollstdndige Daten mit nicht ausgefallenen Teilen gibt es von Ross /33/ die
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Korrektur:
b o
Pues = n : Gesamtanzahl Priflinge
14 1,37 \/ﬁ r : Anzahl Ausfélle
r—-192\Vr

Empfehlung: Fir diese Korrektur sollten min. 10 Priflinge vorhanden sein. Die
Steigung wird hier stark ins Flache verschoben.

Eine weitere wichtige Methode ist die sogenannte Momentmethode und im spe-
ziellen die vertikale Momentmethode. In der entsprechenden Herleitung von
Weibull, veréffentlicht in /11/, ergeben sich die Parameter T und b durch:

In(2) A

" In(v;)—In(v;) (L/b)

1 4 Q 4 &,
(n+1)2 tm+n+1i§t‘ T (n+1)24 (it )J
tm = > (ti —ti_1)

i=1

Dieses Verfahren hat den Vorteil, dass es sich mit relativ geringem Rechenaufwand
und Rechenzeit begnigt und nicht wie das Maximum-Likelihood-Methode iterativ

geldst werden muf3.

Fur die Werte 1000, 2000, 3000, 4000 und 5000 sollen beispielhaft die entspre-

chenden Parameter verglichen werden:

Verfahren b T

Least-Square AY? 1,62 3524
Least-Square AX? 1,64 3514
MLE Maximum-Likelihood 2,29 3394
MLE unbiased 1,60 3394
Gumbel 2,09 3434
Momentenmethode (vertikal) 1,87 3281
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Die Maximum-Likelihood-Methode ergibt hier die gréfite Steigung, warend die Me-
thode der Ausgleichsgerade am flachsten ist. In den folgenden Analysemethoden
werden Uberlegungen auf Basis der Ausgleichsgeraden durchgefiihrt, die als

Standard anzusehen ist.

Bestimmung der ausfallfreien Zeit to

Bendtigt ein Bauteil erst einmal eine bestimmte Laufzeit, bis ein ,Verschlei}* auftritt,
so hat es eine ausfallfreie Zeit (z.B. weil erst eine Schutzschicht verbraucht sein
muss, bevor der eigentliche Reibbelag zum Tragen kommt). Als Grund fir t, wird oft
auch die Zeit zwischen Produktion und tatsachlichem Einsatzgebrauch genannt.
Dies soll hier jedoch getrennt behandelt werden und nicht als t, im eigentlichem
Sinne zu verstehen sein. Zur Bestimmung von t, gibt es verschiedene Methoden /1/,

darunter auch eine grafische Naherungslésung nach Dubey /13/.
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Dabei wird die Kurve in senkrechter Richtung in zwei gleichgroRe Abschnitte A
geteilt und die Lotlinien zur X-Achse bilden t;, t, und t;. t, berechnet sich dann
durch:

_ (t3 _tz) (tz _t1)
(ts _tz)_(tz _tl)

o} 2



-lll Weibull © WWW,CCFSQCEE@Z';

Eine mathematisch eindeutige Formel gibt es jedoch nicht. Grundsatzlich kann man
bei der ausfallfreien Zeit t, sagen, dass sie zwischen 0 und dem Wert des ersten
ausgefallenen Teiles liegen mul3. In der Regel liegt t, auch sehr nahe kurz vor dem
Wert des ersten Ausfalles. Es bietet sich folgendes Verfahren an: Man lasst t, in
kleinen Schritten das Intervall zwischen t>0 und dem ersten Ausfall tmi, durchlaufen
und berechnet bei jedem Schritt den Korrelationskoeffizienten der Ausgleichs-
gerade. Je besser der Wert des Korrelationskoeffizienten ist, desto genauer liegen
die Punkte im Weibull-Netz auf einer Geraden. t, ist dann der Wert, bei dem dieser
am hochsten ist und sich somit die Ausgleichsgerade am besten approximieren
lasst. Grafisch bedeutet dies nichts anderes, als dass die Punkte im Weibull-Netz
nach links verschoben um den Betrag t, a ufgetragen werden, siehe folgendes Bild:
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Die Punkte ergeben dann eine bessere Linearitat. Dies liegt daran, weil durch die
logarithmische X-Achse der vordere Bereich langer gestreckt ist, als der hintere.
Hierdurch wird die Rechtskrimmung der Punkte aufgehoben. Die einzelnen Schritte

sind nochmal wie folgt:

1. Bestimmung des Korrelationskoeffizienten r r = Z((Xi _i)(yi —7))
nach Bravais-Pearson fiir Ausgangszustand t,=0 \/Z(xi - )‘()ZZ(yi ~yf

2. Festlegung einer Schrittweite fur die erste At _tl/
Verschiebung um t, °— /10
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3. Alle Punkte verschieben und neuen Korrelationskoeffizienten r bestimmen

x=Int —at) ¢ - 23N -9)
=Y (v -y

4. Prufen, ob Korrelationskoeffizienten besser oder schlechter geworden ist

r>r, = Wert vergrof3ern

r<r, = Vorzeichen umgekehren und Wert verkleinern, weiter mit Punkt 3

5. Nach festgelegter Anzahl Durchlaufe Abbruch = t,

Man kann naturlich statistisch den Korrelationskoeffizient der Ausgleichsgeraden
mit t, mit den einschlagigen Methoden testen /2/, ob die ausfallfreie Zeit signifikant
vorhanden ist oder nicht. Aufgrund der Vielzahl an Ursachen fur den gekrimmte
Kurvenverlauf lohnt sich in der Praxis ein statistisch exakter Hypothesentest meist
nicht. Man sollte aber bei der eben beschriebenen Methode Uberprufen, ob der

Korrelationskoeffizient der Ausgleichsgerade mit t, bei r > 0,95 liegt.
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Obwohl die Standardeinstellung Least-Square AY? ist, empfiehlt sich die Varianten
Least-Square AX2. Naheres hierzu in der Beschreibung am Anfang.
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Direkte Erstellung eines Weibull-Diagramms

Das Weibull-Diagramm (Weibull-Netz) kann auch direkt als Diagrammtyp von der
Tabelle aus dargestellt werden. Man erreicht die Tabelle tGber die Ikone im Haupt-
fenster (je nach Option

unter Ansicht kann die BMEETE B2 B &

Tabelle auch bereits E UA e == g\ s _!z A * | |Hauptproj
rechts unter unterhalb : \ :
des Hauptfensters offen O)

sein). Die Eingabe der Daten erfolgt ab Zeile 2. Die erste Zeile ist reserviert fur die
Legende, auch dann wenn hier aktuell kein Titel steht. Danach ist die Spalte A zu

markieren und die lkone Diagramm @ und der Diagrammtyp Weibull zu wéhlen ®.
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Fur den Fall, dass es Durchlaufer @ ohne Ausfall gibt, kann dies unter der Gesamt-
menge angegeben werden (als Beispiel hier 567, bedeutet inkl. Ausfélle). Bei der
Angabe in diesem Feld wird erwartet, dass die Durchlaufer mindestens die Strecke
des letzten Ausfalles erlebt haben. Da die Durchlaufer die Weibull-Gerade weit
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nach unten verschiebt, sollte der Achsenbereich der Wahrscheinlichkeit hier auf ca.

10% reduziert werden ®. Weiterhin wird oft der Vertrauensbereich dargestellt ®.
Ist die Option ,Funktion zeigen® gewahlte, so ist Uber dem Weibull Diagramm die
Funktion der gewahlten Weibull-Funktion zu sehen. Hieriber kdnnen die Parameter
der Verteilung abgelesen werden. Weiterhin gibt es die Angabe von tip (Bio), also
die Laufzeit, nachdem 10% der Teile ausgefallen sind. Mit Hilfe des Bestimmt-
heitsmal3es R? lasst sich abschatzen, wie gut die Ausfallpunkte auf der gewahlten
Funktion liegen. Normalerweise erwartet man hier mindestens R2=0,95. Wenn
dieser Wert schlechter ist, sollte man eine andere Funktion auswéahlen, z.B. die 3-
parametrige Weibull-Funktion (siehe Fallbeispiele am Ende).
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Fahrt man mit der Maus in das Diagramm, erscheint ein rotes Fadenkreuz @.
Dieses ist allerdings nur zu sehen, wenn kein Element vorher angeklickt wurde. In
der Mitte (roter Text rechts oben Uber dem Diagramm) wird die Laufstrecke
angezeigt, links davon die Ausfallwahr-

scheinlichkeit und rechts die Uber- |[@
lebenswahrscheinlichkeit. =

1
0.4

0.2 —_—

01—

Ausfallwe

Die Mausspitze kann auf einen be- 0.04
liebigen Punkt im Diagramm zeigen. 0.02
Dabei wird in der Statuszeile unten links 0.01
anzeigt, bei welchen Einheiten sich 2000 3000 4000 5000
diese befindet. ’

Um eine andere Auswahl der Weibull-
Parameter zu treffen, kann man vom
Hauptfenster aus wieder die lkone Dia-
grammtyp wahlen. Zurick in die Daten-
eingabe kommt man durch die lkone der
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Neben den Optionen von Weibull-Parametern, gibt es noch eine Reihe weiterer
Angaben, die man rechts neben dem Weibull-Diagramm ausgeben kann.
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