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Voraussetzung und verwandte Themen

Fur das Verstandnis dieser Beschreibung sind Grundlagen der Statistik erforderlich,
insbesondere uUber die Normalverteilung und tUber Hypothesentests:

Normalverteilung.pdf

Hypothesentests.pdf

Stichworte: Poisson-Verteilung — diskrete Verteilung — Fehleranteil - Hypothesentest

Einfuhrung

Die Poisson-Verteilung, benannt nach dem Mathematiker Siméon Denis Poisson, ist
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung insbesondere fur das Eintreten von seltenen Ereig-
nissen. Sie ist eine diskrete Verteilung, d.h. sie gilt nur fir ganzzahlige Argumente x.

Ziel und Nutzen

Hier soll die Anwendung der Poisson-Verteilung fur die Auftretenswahrscheinlichkeit
von Fehlern beschrieben werden. Gegenuber der Binomial-Verteilung ist hier der Vor-
teil, dass mehrere Fehler je Einheit moglich sind, was aber keine Voraussetzung fur
die Anwendung ist. Die Fehler mussen jedoch unabhangig voneinander auftreten.

Grundlagen

Die Poisson-Verteilung hat einen Parameter, der allgemein eine Ereignisrate A ist und
im speziellen fur Qualitatsthemen die mittlere Fehlerrate darstellt. Nicht zu verwech-
seln ist diese mit der Ausfallrate in der Exponential-Verteilung und dem gleichen
Formelzeichen. Bei der Nennung von Ereignissen (Fehlern) ist ein bestimmter Beo-
bachtungszeitraum notwendig, der bei Vergleichen dieselbe Basis haben muss.

Die Wahrscheinlichkeit fiur x
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Die Wahrscheinlichkeit, dass hier kein Fehler vorkommt ist:
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Die Verteilungsfunktion (kumulativ) fur O bis zu x Fehlern lautet:
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FUr das vorherige Beispiel ware die Frage, wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit fur
x=0,1, 2 oder 3 Fehler:
0 51 52 3

5
— o5 |y 7 T
G3)=c¢e O!+1!+2!+3! = 26,5%

Eine grafische Darstellung dieser Wahr-
scheinlichkeit ist das sogenannte Thorndike-
Nomogramm, siehe Bild rechts.

Eine andere Definition der Fehlerrate ist eine
relative Betrachtung auf einen Stichproben-
umfang bezogen

) Anzahl Fehler X X

Stichprobengrofie - Fehlermoglichkeiten je Einheit ~ n-m N

Die Fehlermoglichkeiten je Einheit konnen auch 1 sein. Gibt es mehrere, so ist die
Voraussetzung, dass diese voneinander unabhangig und alle Poisson-verteilt sind mit
vergleichbaren L. Ein Beispiel folgt unter Hypothesentests. Die relative Ausfallrate A’
kann nicht direkt in die Poisson-Verteilung eingesetzt werden.

Vertrauensbereich

Der Vertrauensbereich beschreibt in welchem Bereich sich Fehler in der Grundge-
samtheit befinden werden. Bei einem Ublichen Vertrauensbereich von 90% ist die
Irrtumswahrscheinlichkeit o = 10%. Der zweiseitige Vertrauensbereich fur die Anzahl
Fehler x ist:

1 2 1 2

2 X%,Zx =X s 2 X1—%,2(x+1)

Es konnen hier rechnerisch nicht ganzzahlige Wertebereiche entstehen. Fur die
relative Fehlerrate A ist jede Seite auf N = n-m zu beziehen und es gilt:

1 2 < ) < 1 2
2N X%,Zx s A= 2N X1—%,2(x+1)

Hinweis: Zu bemerken ist hier, dass der Vertrauensbereich nur von x abhangt, aber
nicht von A"

Die untere und obere Vertrauensgrenze fur die einseitige Betrachtung ist:
_ 1 2 ro_ 1 2
/ﬁln - ﬁ Xa2x bzw. ob — ﬁ Xl—a,z(x+1)

Ein Beispiel folgt im Folgenden Kapitel.



I NI Poisson Verteilung und Hypothesentests %

Hypothesentests
Vergleich einer aktuellen Anzahl Fehler zu einem erwarteten Vorgabewert

In einer Produktion fur Elektronik ist bekannt, dass im Durchschnitt .° = 0,5% Fehler
auftreten. Je Einheit sind m =5 Fehlermodglichkeiten gegeben, mit vergleichbarer
Ausfallwahrscheinlichkeit (Kontaktproblem, Schalter, Kondensator, Diode und Endstu-
fe defekt). Es wird eine Stichprobe von n = 80 Teile Uberpruft, in der insgesamt x = 4
Fehler entdeckt wurden. Die Frage ist, ob diese Stichprobe schlechter ist, als die er-
wartete Fehlerrate?

Gegebenistm=5;n=80=> N=m-n=5-80 =400; x=4. Die erwartete Fehlerrate
ist A = 0,005 und somitistA = N- A" = 400 - 0,005 = 2. Im Folgenden sei X eine
poissonverteilte Zufallsvariable. Allgemein gilt dann:

aufgeteilt in X>4 und in X <4, siehe Grafik
rechts. Fur X < 4 ist die Wahrscheinlichkeit:

x—1 30 3
2k % ‘ ‘
PX<x) =e? — 25—
k!
e i
Konkret werden die Wahrscheinlichkeiten nun 5§
=

20 21 22 23 5* 1
— L2l 2 2 2 E
PX<4)=ce {0!+1!+2!+3!_O'857 AR 41_1 L
und fur X > 4 entsprechend:
P(x < 4) x=4 P(x > 4)
PX=4)=1-P(X <4)=0,143. =0,857 =0,143

= Pvalue
Diese Wahrscheinlichkeit ist auch der soge-
nannte pvae fur die Nullhypothese Hoq: x < x,, wobei hier x, = A = 2 ist. Diese Nullhypo-
these ware abzulehnen, wenn der pvae kleiner als das festgelegte Signifikanzniveau
von o = 0,05 ist. Fur das Beispiel ist also nicht zu erwarten, dass die Stichprobe
schlechter ist, als die erwartete Fehlerrate. Ansonsten ware die Alternativhypothese
H1:x > x, ,anzunehmen®. Bei mehr als 4 Fehlern reduziert sich der pvawe immer weiter
(rote Balken werden kleiner), bis Ho abgelehnt werden muss.
Der untere Vertrauensbereich fur x = 4, A= = 0,01 und 95% Vertrauensbereich

= o =5%
1 1
_ 2 _ 2 _
un = o N Ya2x T 5 400 X00s24 T 0'0?34
r _____________ - |
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- -y

Vertrauensbereich

Da der Vertrauensbereich die erwartete Fehlerrate von 0,005 beinhaltet (hier als A%
bezeichnet), kann eine gleichbedeutende Nullhypothese H, : A* < A5 ebenfalls nicht
verworfen werden.

Hinweis:
Hier wurde ein konkreter Stichprobenumfang » und die Anzahl Fehlermoglichkeiten m



I NI Poisson Verteilung und Hypothesentests %

genannt. Alternativ kdnnte hier auch ein Beobachtungszeitraum 7, verwendet werden,
bei dem dann x, = A = 2 festgestellt werden musste, um auf das gleiche Ergebnis zu
kommen, das davon abhangig ist, wie man den Beobachtungszeitraum wahlt. Ist die
zu testende Anzahl Fehler x in einem anderem Zeitumfang beobachtet worden, als die
Bezugsgrolde x,, so muss eine Anpassung erfolgen = A =x, -t/ t.

Ab x > 100 gibt es je nach verfugbaren Zahlenformat Probleme mit dem darstellbaren
Zahlenformat (ab x = 70 ist x! > 1E100). Dies ist z.B. der Fall, wenn ein groRer Beo-
bachtungszeitraum gewahlt wurde. Hier muss Uber eine Naherung der Normalvertei-
lung gearbeitet werden:

) |x—x,1-0,75
PX=>x,)=~1— d(z) mitz= —\/x—
o]

Die Voraussetzung ist hier, dass, x > 9 bzw. A > 9 ist. Dann wird die Poisson-Verteilung
naherungsweise symmetrisch, siehe rote Balken im ersten Bild auf Seite 1. ® steht fur
die normierte Normalverteilung, also fur y=0 und o =1. Die Korrektur von -0,75 ist in
mancher Publikation nur -0,5 in anderen nicht zu finden. Simulationen im Entschei-
dungsbereich der Nullhypothese « = 0,05 haben gezeigt, dass -0,75 zu einer bestmog-
lichen Anpassung an die exakte Berechnung fuhrt.

Beispiel: Es werden in einer Produktion 20 Fehler in einer Produktionscharge (Beo-
bachtungszeitraum) erwartet = x,. Festgestellt wurden in einer Stichprobe (andere
Charge) x = 30 Fehler. Die Naherung ergibt:

30 - 20-0,75

z = = 2,0684; P(B0=x,) ~ 1— ®(2,0684) = 0,019
770 ( o) ( )

Womit die Nullhypothese auf gleiche Anzahl Fehler abgelehnt werden muss. Der
exakte Wert ware 0,022 gewesen.

Fur die Nullhypothese, ob die Stichprobe genau so viel Fehler hat, wie durch die be-
kannte Fehlerrate erwartet warde, gilt: Ho: x = x, und die Alternativhypothese ist
H1: x #x,. Die Wahrscheinlichkeit hierfur wird als Differenz zur nachst hdheren Anzahl
Fehler berechnet:

X x—1

E:Ak E:Ak X— X, +0,25 X— X —075
PX=x)=e* — — e —zCD< °_ >—CD< °_ )

k=0 “ k=0 “ Xo Xo

Bei zu grol3en Werten ist wiederrum eine Naherung mit der Normalverteilung anwend-
bar, siehe rechte Beziehung in obiger Formel. Auch hier ist die Korrektur von -0,75 zu
empfehlen, wobei die Korrektur im ersten Term wegen x = x+1 bei 0,25 liegt. Aufgrund
der zweiseitigen Berechnung gilt:

Pyaiye = 2 - P(sz)

FUr das Beispiel ergibt die exakte Berechnung und die Naherung in diesem Fall das
gleiche Ergebnis mit P,,;,,. = 0,0167.

Sollen relative Fehlerraten verglichen werden, so ist hier die Stichprobengrofe n bzw.
N notwendig. Dabei durfen nur ,Systeme” mit gleicher Anzahl Fehlermaoglichkeiten m
verglichen werden. Weiterhin ist fur die Umrechnung in eine absolute Fehleranzahl x
eine gleiche StichprobengrolRe notwendig, d.h. n = n1=n2

Zur Anwendung der vorher beschriebenen Methode Uber die Poisson-Verteilung gilt:

xi=n-m-A7 und x2=n-m-A2
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Vergleich zweier relativer Fehlerraten A*

Analog zu den bisherigen Fragestellungen, ist hier die Nullhypothese Ho: A2 < A"
gegen die Alternativhypothese H1: A2 > A'1. In allen Formeln mit Bezug auf 1A', oder xo
ist x durch x> und xo gegen x1, bzw. A‘ gegen A2 und A', gegen A'1 auszutauschen.

Vergleich von x Fehlern aus mehreren Stichproben

FuUr die Nullhypothese, dass die Fehler aus mehreren Stichproben £ gleich sind, wird
hier Uber die x? - Verteilung bestimmt:
k k
2%

vV
XZ = E —(xl _x) mit x=
X e

i=1 =1

& =

und den Freiheitsgraden f= m-1
Pvaie = 1-Chi( x* 1)

Literatur
Hartung, Lehr- und Handbuch der angewandten Statistik, 12. Auflage
Rinne, Taschenbuch der Statistik, 3. Auflage

Formelzeichen

. Signifikanzniveau, normalerweise 0,05

. Freiheitsgrade

: StichprobengrofRe bzw. Anzahl Einheiten fur Betrachtung

: Gesamtbezugsgrofle = n - m

I =2 S SR

: Fehlermdglichkeiten pro Einheit
: Fehlerrate absolut ganzzahlig

> >

. relative Fehlerrate

pvai - Irrtumswahrscheinlichkeit fur Nullhypothese

P : Wabhrscheinlichkeit

x . Aktuell betroffene Anzahl Ereignisse bzw. Fehler

Xo : Bezugs-Anzahl Ereignisse bzw. Fehler fur Vergleich xo = A
t : Zeitintervall fr Beobachtung

t, . Zeitintervall fur Referenz bzw. Bezugs-Ereignisse xo

@ : Normierte Normalverteilung fur Mittelwert = 0 und Standardabw. = 1
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Ablauf Hypothesentests fiur Poisson-Prozess

Bezug
Fehlerrate
I

A\ 4 A 4

Festlegung Festlegung
Beobachtungs- Fehlermdglichkeiten
zeitraum ¢ + Stichpr. m, n = N
nein

eSjca ey

Ho : x =x,
H1 inxo

Definition
Hypothese

A 4 A 4

x2 Poisson- Poisson-
Verteilung verteilung verteilung
\ 4 l
[ Pvaiue = 2 P ] [ Pvaiue =1 —P ]

Test

Pvaiue

Pvaiue Pvaiue <a

A

Ho nicht Ho ablehnen
ablehnen = Hi4




SSRGS
- CRGRAPH

pu -JKLN ¥ € -

e

N

-

[

*{;

e

S e et f

Software — Literatur — Consulting — Schulungen

Software

Unsere Software Visual-XSel ist ein leistungsfahiges Tool
fur alle wichtigen statistischen Qualitats- und Zuverlassig-
keitsmethoden. Nicht umsonst ist diese Software in vielen
grolen Firmen im Einsatz — crgraph.de/Referenzen.

Weitere Informationen zum aktuellen Thema finden Sie auf
den nachsten Seiten oder unter crgraph.de/Versionen

Eigene Literatur

Unser Taschenbuch der statistischen Qualitats- und
Zuverlassigkeitsmethoden beinhaltet weiterfihrende
Themen, z.B. zu Systemanalysen, Weibull- und Zuver-
lassigkeitsmethoden, Versuchsplanung und Datenaus-
wertung, sowie zur Mess-System-Analyse und Pro-
zessfahigkeit.

Weitere Informationen finden Sie unter crgraph.de/Literatur

Consulting & Schulungen & Six Sigma

Bei unseren Inhouse- oder Online-Schulungen wird die
praxisnahe Anwendung von statistischen Methoden ver-
mittelt. Wir haben Uber 20 Jahre Erfahrung, insbesondere
in der Automobilindustrie und unterstutzen Sie bei Ihren
Problemstellungen, fuhren Auswertungen fur Sie durch,
oder erstellen firmenspezifische Auswertevorlagen.

Weitere Informationen finden Sie unter crgraph.de/Schulungen

Hotline

Haben Sie noch Fragen, oder Anregungen? Wir stehen lhnen gerne zur Verfugung:
Tel. +49 (0)8151-9193638

e-mail: info@crgraph.de

Besuchen Sie uns auf unserer Home-Page: www.crgraph.de
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Anwendung in Visual-XSel 15.0/ 16.0

www.crgraph.de

FUr das Beispiel mit der Frage, wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit fur x = 0, 1, 2 oder
swtistic| Format Optionen Pt Hie o Fehler kann in Visual-XSel direkt Uber den Menupunkt

Ko Statistik Summary » | Thorndike-Nomogramm berechnet werden:
iy Statistische Verteilungen L4
H Hypothesentests ... e Verteilungen

Stichprobenrechner L4
{8} Dok Versuchsplan ... ung Typ
B Korrelationen ¥ lormalverteilung (" Binomial (" Wahrscheinlichkeit (Dichte)
5§ Datenanalyse / Regression ...
[ :] ’ ! pg-Normalverteilung (¥ Poizzon {* Summenwahrscheinlichkeit
e ANOVA ...

; y - o -

@h Kreuztabelle + Chi Test .. Jeibull (2-parametrig) Geometrisch

Clusteranalyse ... Jeibull (3-parametrig) " Hypergeometrizch

Hauptkomponentenanalyse ...

E i & xponential (" Beta Parameter

Rmin Lebensdauertests & Planung 4 G
[ Weibull - Zuverlgssigkeitsmethoden ... “Verteilung amma S x

Binomial - Larson Nemogramm .. (" Extrem c

. 5 3
Poisson - Thorndike Nomogramm ... CEETE  Glichvertsil
£ Verteiung egichverteilung

(= Mess-System-Analyse ...
J/'f Maschinen- und Prozessfahigkeit ...

Prozessdaten -Simulation ¥ lbe
7 Regelkarten ... | Gix)

Jinzelwert 26,50259%

(" Werte in Tabelle o

../ Berechnen | ﬁ‘(}raﬁk erstellen ‘ X Abbrechen ‘ @ Formeln ‘ ? Hilfe

Eine Poisson-Verteilung kann auch wie folgt als Grafik erzeugt werden:

S B @ ik BB & @ -_,?.}% ,,-.:E %’E

@ 'x’ Einfiigen Diagramm JWeibull Auswertg. DoE  Analyse Six Sigma Tools Idakr

L

= Visual-¥5el - Diagrarmmtypen - Diagramim 1

Favnriten} Standard  Statistik Spezial] Tahellel

e

Intervall Intervall

A I I i

Hhe A

ey

Boxpl. werb. Mittelwerte Gleit. Mittel

T
=i e = A
llﬁﬂ | lliﬂ EIPATE
Pareto Pareto+Sum  Pareto kumul Pareto kumul — Text-Pareto Dotplot

% | 1 2

b | L

- A

o G &
Histogramm  Histo/Normal  Histo/Normal Reihen-Histo, Intensitat
o 2 I I | {07

: H H | B i
A H + i l| I I H
Normal-Vert.  Log-Normal Weibull Binomial Poizzon Vertlg. Fkt.
—Optionen—
x|
v Diagrammrahmen Balkenbreite: |0.4 s ]5]

Hintergrundfarben... ¥ Hintergrundfarbel/-bild
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Hypothesentests mit V16.0
In Version 16.0 gibt es ein Template fur die gezeigten Hypothesentests.

e 2 | B L

Diagramme  Weibull Auswerﬁ;. Dok Analyse Six Sigma

OB OO AN S

Fihigkeit Shainin ‘

ANOVA  Regression Ausw. diskret | Hypothesen
N /
Leitfaden Hypothesentests ...

)C_;\ Test auf Normal-Verteilung und weitere
[ Test auf 2-fach Mischverteilung
Test auf AusreiBer [ Normalverteilung )

t-Test (1 Stichprobe gegen Vorgabe] ...
ii t-Test (2 Stichproben, normalverteilt ] ...
BBE Multi t-Test ...

i:ﬂ u-Test (2 Stichpreben nicht normalverteilt ) ...
Vorzeichentest (1 Stichprobe] ...
Vorzeichenrangtest Wilcoxen (1 Stichprobe] ..

EIH Mood's Median Test ( mehrere Stichpr,, Mediane ) ...
Kruskal Wallis Test ( mehrere Stichpr. Rangsummen ] ...

02 F-Test (2 Stichproben, normalverteilt ) ...
Levenes Test ( mehrere Stichpr, beliebige Verteilungen ) ..
Bartlett Test ( mehrere Stichproben ) .

Binomial-Test ...

g4 Chi® Vierfeldtest ...

Starten Sie das Makro mit F9 und wahlen die entsprechenden Optionen aus.



