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Voraussetzung und verwandte Themen

Fur diese Beschreibungen sind Grundlagen der Statistik vorteilhaft. Ein- und weiterfih-
rende bzw. verwandte Themen sind:

www.versuchsmethoden.de/Versuchsplanung.pdf

www.versuchsmethoden.de/Definitive Screening Designs.pdf

www.versuchsmethoden.de/Zentralpunkte.pdf

www.versuchsmethoden.de/Multivle Regression.pdf

Stichworte: Statistische Versuchsplanung — DoE — D-Optimal — Wechselwirkungen —
quadratisches Modell — Einschrankungen

Einfuhrung

Unter D-Optimal versteht man einen Versuchsplan, mit dem man ein vorgegebenes Mo-
dell bestimmen kann. Das ,D“ steht fur die Determinante einer Matrix, die eine math.
Kennzahl fir die Auswertbarkeit darstellt. Der D-Optimale Versuchsplan wird iterativ er-
zeugt, bis eine bestmdgliche Determinante entsteht. Diese Versuchsplane wurden erst-
malig in den 80er Jahren von der Firma BBN entwickelt.

Fur die folgenden Beschreibungen werden Grundkenntnisse der Versuchsplanung vo-
rausgesetzt (siehe eingangs aufgefuhrte Dokumente).

Ziel und Nutzen

Bei einer groReren Anzahl Parameter liefern der D-Optimale Versuchsplane alle Wech-
selwirkungen bei einer moglichst geringsten Anzahl Versuche. Weitere Vorteile gegen-
Uber klassischen Versuchsplanen sind die freie Wahl und die nachtragliche Erweite-
rungsmoglichkeit des Modells. Nur Gber D-Optimal kénnen Einschrankungen bertck-
sichtigt werden, also Kombinationen die technisch oder physikalisch nicht moglich sind.

Grundlagen

D-Optimale Versuchsplane haben kein fes-
tes Schema. Gesucht wird eine Kombina-
torik mit der man die gewunschten Effekte
und Wechselwirkungen, also ein entspre-
chendes Modell, eindeutig bestimmen
kann. Dieses Modell stellt ein Gleichungs-
system dar, deren Losbarkeit durch die De-
terminate beschrieben werden kann. Es
wird mindestens die folgende Anzahl Ver-
suche bendtigt. Mit p = Anzahl der Fakto-
ren, berechnet sich die Anzahl der 2-fach-
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Wechselwirkg. mit:
p’=p-(p-1)2

Die hoheren Wechselwirkungen (z.B. ABC, ABD, ACD, usw.) werden in der Regel nicht
berlcksichtigt, da inr Einfluss gegenuber den 2-fach-WW meist geringer ist. Sie wirden
auch den Umfang der Versuche zu stark ansteigen lassen.

Insgesamt wird fur einen Versuchsplan mit zwei Einstellungen folgende Mindestanzahl
Versuche bendtigt:

Konstante

Haupteffekte (Faktoren)
Quadratisches Modell
Wechselwirkungen

Zz

(p-1)/2
+ (p) + p:(p-1)/2+1

oo o T =

Im Falle eines quadratischen Modells erhoht sich die Anzahl der Versuche gegenuber
dem linearen Modell um p (fir je eine mittlere Einstellung). Weiterhin werden ca. 3-5
Versuche bendtigt, um genugend Information Uber die Streuungen zu erhalten (Signifi-
kanzen der Faktoren).

Ein D-Optimaler Plan wird nicht mit einem festem Schema generiert, sondern iterativ
aufgebaut. Er hat u.a. folgende wichtige Eigenschaften:

e Maximierung der Determinante Det (X" X)

e Minimierung der Korrelationen und der Vertrauensbereiche

e Moglichst gute Ausbalancierung, d.h. gleiche Anzahl von Stufen
(gilt nur fir Randbereiche -1 und +1, nicht fur Zwischenwerte)

Insbesondere aufgrund der Zielsetzung, dass alle Wechselwirkungen bei geringer Ver-
suchsanzahl erkannt werden sollen, verhindert dass diese Plane vollstandig orthogonal
sind. D.h. gewisse Korrelationen lassen sich nicht vollstandig beseitigen. In der Auswer-
tung Uber Multiple Regression ist dies jedoch ein untergeordneter Nachteil.

Vorteile- und Nachteile der D-optimalen Versuchsplane

+ Freie Wahl fur die Zahl der Stufen pro Einflussfaktor. Die Stufenzahl kann von
Faktor zu Faktor unterschiedlich gewahlt werden.

+ Freie Wahl der Stufenabstande, die aquidistant oder nicht aquidistant gewahit
werden kdnnen.

+ Freie Wahl fur die Verteilung der Versuchspunkte im n-dimensionalen Versuchs-
raum

+ Freie Wahl des mathematischen Modells

+ Erweiterungsmoglichkeit durch neue Einflussfaktoren
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+ Bestimmte Einstellungen und Kombinatio- A nicht ‘;"e"’h'
nen kdnnen ausgeschlossen werden, die € ar
nicht erreichbar sind (siehe Beispiel einer %
Drehmomentkurve) £ ©
o Begren-
ol o e zung
- Der Versuchsplan ist nicht orthogonal, die
. . . . o o o
Abweichungen sind aber meist nur klein
o o S
- Die Erstellung der Plane ist nur mit ent- Drehzahl
sprechenden Rechenalgorithmen moglich
Erzeugung eines D-Optimale Versuchsplanes
Es gibt verschiedene Verfahren fiir die Erzeugung von D-Optimalen A B C
Versuchsplanen. Diese sind insbesondere die sogenannten Ex-
change-Algorithmen, z.B. beschrieben Peterson, Grundlagen der - - -
Statistik und der statistischen Versuchsplanung. Eine andere Mog- -1 -1 -1
lichkeit ist die hier gezeigte Methode der ,Randomisierung®. Der 0 0 0
Grundplan wird zundchst so angelegt, dass die Anzahl der Stufen 1 1
moglichst gut ausbalanciert ist (siehe Beispiel mit 3 Faktoren rechts).
Bei quadratischen, kubischen oder hdherwertigeren Planen werden 1 1 1

die inneren Stufen (hier die 0) weniger oft belegt, da die Determi-

nante starker durch die auflen liegenden Einstellungen erhéht werden kann. Danach erfolgt ite-
rativ ein Tauschen der Positionen der Stufen auf ihren Platzen. Dies ist besser, als wenn durch

den Zufallsgenerator der Wert der Stufen direkt festgelegt wird.
Denn hierdurch wird erreicht, dass die Anzahl der unteren, obe-
ren und mittleren Stufen erhalten bleibt. Dieser Randomtausch
wird solange wiederholt, bis die Determinante maximal und die
Korrelation minimal ist, oder eine weitere lteration keine nennens-
werten Verbesserungen mehr bringt.

Ein D-Optimalen Plan kann auch vereinfacht durch einen ,Grund-
plan® mit Zusatzversuchen aufgebaut werden. In diesem Grund-
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plan ist zunachst jeder Faktor alleine auf hoher Stufe. Hinzu kommt dann noch die Kombination
der Wechselwirkungen (jeweils paarweise Faktoren auf hoher Stufe). Dadurch sollen die Wech-
selwirkungen eindeutig bestimmbar sein. Die Zusatzversuche werden auch hier iber Random-

auswahl solange ausgetauscht, bis die Determinante optimal ist.

Im folgenden Beispiel soll ein nachvollziehbares Beispiel fur einen einfachen D-Optimalen Plan
gezeigt werden. Dieser ist zwar streng genommen nicht ganz optimal, soll aber das Prinzip ver-

deutlichen:
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Fur den Fall einer 3x3 Matrix berechnet sich die Determinante nach Sarrus nach dem
dargestellten Schema:

- .
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Die Spalten 1 und 2 werden nochmals an die rechte Seite gesetzt. Die Determinante D
errechnet sich dann mit:

D =ajrax»as; taxas»aizt as;jan axs - as a2 aiz - apas ax; - ax a2 ass

Gesucht wird ein D-Optimaler Plan mit 5 Versuchen zur Bestimmung von 3
Hauptfaktoren und einer Wechselwirkung AB (Vollfaktoriell 23 = 8 Versuche).

Vollfaktorieller Versuchsplan = Kandidatensatz

O IN|O|N[BR|WIN|—
1
-
1
-
N

/ : :
VT A B c Nummer im Kandidatensatz

2 11

g ‘1 1 ‘1 Grundplan D-Optimal (alle Hauptfaktoren + Wechselwirkung AB)
4 1 11 -1

<+— Gesucht: optimaler Zusatzversuch

Im Grundplan sind bereits die Versuche 2,3,4 und 5 aus dem Kandidatensatz
enthalten. Es sind nun der Reihe nach die verbleibenden Versuche 1,6,7 und 8
nacheinander einzusetzen, bis die bestmdglichste Determinante entsteht. Erster
Versuch mit Kandidat 1:

(1
-1
-1

1

-1

-1
1
-1
1
-1

—11

-1
1

-1

_1_

1 -1 -1 1
X'=|-1 1 -1 1
-1 -1 1 -1

-1
-1
-1
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" T
X'=X'X wird Wert fir Wert Gber folgende Formel berechnet:
DN D
Xji= ;xk,i ik mit j = Spaltenindex, i= Zeilenindex
5 1 -1 5 1 -1} 5 1
X'x,= 1 5 -1 1 5 -1 1 5
-1 -1 5 -1 -1 5|-1 -1

e X X )y = BYE)E) + (NENED) + (ANA) - (BN - BY-1) - (1)) = 112

Nachster Versuch mit Kandidat 6:

[ 1 -1 —1]
-1 1 -1 1 -1 -1 1 1
X, =|-1 -1 1 X/=|-1 1 -1 1 -1
1 1 -1 -1 -1 1 -1 1
|1 -1 1
5 -1 -1 5 -1 -1] 5 -1
X'X,=|-1 5 -3 -1 5 -3|-1 5
-1 -3 5 -1 -3 5|-1 -3

De( X" X ) = (B)5)(5) + (NB)-1) + (NENE3) - (NE)-) - (BY-3)-B) - (1)(-1)(5) = 64

Was ein erheblich schlechterer Wert ist, als mit Kandidat 1. Insgesamt errechnen sich
fur die weiteren Kandidaten folgende Determinanten:

Kandidat | po, X" X
)

112
64
64
112

0N | =

Somit bildet entweder Kandidat 1 oder 8 die optimale Determinante.

Hinweis:

Im Grundplan musste eigentlich ein weiterer Versuch zur Bestimmung der Konstanten
enthalten sein. Dieser wurde hier unterschlagen. In Hinblick auf einen mdglichst
einfachen Aufbau um Umfang wurde dieses Beispiel bewusst reduziert gehalten.
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Software — Literatur — Consulting — Schulungen

Software

Unsere Software Visual-XSel ist ein leistungsfahiges Tool
fur alle wichtigen statistischen Qualitats- und Zuverlassig-
keitsmethoden. Nicht umsonst ist diese Software in vielen
grofRen Firmen im Einsatz — crgraph.de/Referenzen.

Weitere Informationen zum aktuellen Thema finden Sie auf
den nachsten Seiten oder unter crgraph.de/Versionen

Eigene Literatur

Unser Taschenbuch der statistischen Qualitats- und
Zuverlassigkeitsmethoden beinhaltet weiterflihrende
Themen, z.B. zu Systemanalysen, Weibull- und Zuver-
lassigkeitsmethoden, Versuchsplanung und Datenaus-
wertung, sowie zur Mess-System-Analyse und Pro-
zessfahigkeit.

Weitere Informationen finden Sie unter crgraph.de/Literatur

Consulting & Schulungen & Six Sigma

Bei unseren Inhouse- oder Online-Schulungen wird die
praxisnahe Anwendung von statistischen Methoden ver-
mittelt.

Wir haben Uber 20 Jahre Erfahrung, insbesondere in der
Automobilindustrie und unterstitzen Sie bei Ihren
Problemstellungen, fiihren Auswertungen fir Sie durch,
oder erstellen firmenspezifische Auswertevorlagen.

Weitere Informationen finden Sie unter crgraph.de/Schulungen

Hotline

Haben Sie noch Fragen, oder Anregungen? Wir stehen Ihnen gerne zur Verfigung:
Tel. +49 (0)8151-9193638

e-mail: info@crgraph.de

Besuchen Sie uns auf unserer Home-Page: www.crgraph.de
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Anwendung in Visual-XSel 16.0

www.crgraph.de

Verwenden Sie fir den Einstieg die Versuchsplanung im Leitfaden:

Systemanalyse Versuchsplanung \ ; ) Datenauswertung

Lebensdauertests ' Weibull-Analysen Fehlerbaum

Prozessfahigkeit Regelkarten

oder die lkone

Z8 vVisual-XSel 16
Datei  Bearbeiten Einflgen Berechnen Statistik  Format  Opticnen  Hilfe

| o B2 - =
S8 0ES b @ g | & | o
Startoid | D € @ E Einfigen | Diagramme Weibull Auswert§ DoE JAnalyse Six Sigma

oder den MenUpunkt

H visual-XSel 16
Datei Bearbeiten Einfigen Berechnen | Statistic  Format Optionen  Hilfe

Mg Statistik Summary »
o |

Egg E; E g UQ E .&. Statistische Verteilungen 4
Startbild 9 € @ :K: Einfiigen H Hypothesentests ... ma
= Projekt L STalaTalaal

| -+ Dok Versuchsplan ...

Y Korrelationen ]

8 © 2020 CRGRAPH
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Der erste Schritt zur Erstellung einer | Visual-XSel Experiment

DoE ist die Faktoren zu definieren, (auch ielgrme] Design | Anordnung | Optanen |
als Parameter bezeichnet). Driicken Sie

hlerZU d|e TaSte quantitativ fur metn‘ Neuen Faktor hinzufiigen Faktoren Name Quantitativ
sche Einstellwerte, oder kategorial flr —ipl mr qantae | [SifokSi 1100, 2750, 4500 [Dampferronr
. . . am| T8 15
Varianten, definiert durch textliche Be- Tyl s e : Querionker 5000, 12500: 2000g)  Einstelingen _ Einne
schreibung. Diese diirfen max. 20 Zei- Kobanatanos 150000: 238000 400¢ |1
= el ; ; 210000

Chen umfassen quantit. <== kateg.
ngenht&e Efyr tjelijenrt Faktor (dlg dge- S 3 menr.
wlnschten Einstellwerte vor (mindes- —a
tens 2). Optional ist die Angabe einer TITREAAE
E|nhe|t mog“ch — [~ schwierig ginzustellen

[~ Blockfaktorfals

. . . . Wiederhol

Wenn ein Faktor schwierig einzustel- [
len ist, wird die Versuchsreihenfolge

hierdurch optimal festgelegt (mdglichst
wenig ,Umrlstungen®).

I
Wird die Option Hardware gesetzt, ist es
moglich eine Tabelle fiir die notwendig
herzustellenden Varianten auszugeben.

. o i i . Parameterauswahl
Die Bibliothek physikalischer Einfluss- _
grélRen 6ffnet eine Dialogbox einer Para- UE] (HIEmED e
meterauswahl, die dabei hilft, nochmal | %
zu Uberprifen evtl. einen wichtigen Ein- Phys ftechn. Effekte Beispicle
fluss zu Gbersehen. Kraft ~
Um einen Titel zu Gbernehmen, muss {'Jg;e"‘
man in die Liste der Phys./tech. Effekte Geschwindigket
links doppelklicken. gtru"ck
Die Auswahl kann erweitert werden, in- oo
dem in der Titelzeile neue Parameter Temperatur
. Energie

eingeben werden. Warme "

Eigenzchaften letzte Auswahl

Geometrie S

Masse

Financr~haftan
Die ZielgréBe wird unter einem eigenen Visual-X5el Experiment
Re|ter e|ngegeben KI'Cken S'e auf d|e FaldnrenDesign]Annrdnung] Opt\nnen]
Taste Neue Zielgrofle und andern den L, - )

ame
Namen. e Bescheunging
N . C - Einnet

Es kdénnen bis zu _'!6 ZielgroRen definiert A 1 e
werden. In der spater erzeugten Tabelle
sind dass die Spaltennamen, fir die zu

befillenden ,Messwerte“.




Der nachste Schritt ist das Modell und
den Typ festzulegen. Hier wurde ein
quadratisches Modell mit Wechselwir-
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kungen gewahlt.

Ab Version 16.0 sind auch 3-fach-Wech-
selwirkungen moglich. Diese kénnen ge-
zielt ausgewahlt werden, wobei hierfur
Vorkenntnisse genutzt werden sollten.
Es ist nicht zu empfehlen, alle méglichen
Kombinationen zu setzen. 3-fach-Wech-
selwirkungen kdnnen nur bei Typ Voll-
faktoriell und D-Optimal verwendet wer-
den.

Der Standard-Typ ist D-Optimal, der die
meisten Anwendungsmadglichkeiten hat.
Falls bei vorhandener Anzahl Parameter
ein anderer Typ geeigneter ware, so wird
dies angezeigt.

Die sich ergebende Anzahl Versuche +
Wiederholungen, z.B. im Zentrum, wird
unten rechts dargestellt.

Unter der Rubrik Anordnung kénnen fir
den Versuchsplan Einschrankungen ge-
troffen werden, die z.B. technisch oder
physikalisch nicht méglich sind (nur bei
D-Optimal und quantitativen Faktoren).
Im Beispiel konnte die Kombination Stei-
figStr=4500 bei DampfStr=30 wegen zu
hoher Krafte nicht erreicht werden. Jede
Einstellung fir sich alleine ist aber mog-
lich.

Definieren Sie rechts, welche Einschran-
kung nicht im Versuch gemacht werden
soll. Konkrete Einstellungen lassen sich
durch Ziehen mit der Maus bei den farbi-

Visual-X5el Experiment

Faktoren Zielgrijﬁ.enurdnung ] Optionen ]

SteifigkStr
DampfSir
Querlenker
Spurstange

Kolbenstange

Modell
" Linear

(™ Wechselwirkungen WW

03 mp ferrohr

SteifigkStr*DampfStr
SteifigkStreCQuerlenker
SteifigkStr=Spurstange
SteifigkStreolbenstange
SteifigkStr*Dampferrohr

;!!E (& ‘Quadratisch + WA% I

|3 ¢ Kubisch + ww

Anzahl Stufen: [z Al max

ﬂ SteifighBIr = Y

DampfStreQuerlenker
DdmpfStreSpurstange
DdmpfStrekolbenstange
DdmpfStreDampferrahr
Querlenker*Spurstange
Querlenker*Kolbenstange
Querlenker*Ddmpferrohr
Spurstange*Kolbenstange
Spurstange*Ddmpferrohr
Kolbenstange*Ddmpferrohr

Dampfstr'2
Querlenker*2
Spurstange"2
Kolbenstange"2
Ddmpferrohr2

SteifigkStr*2

Terme : 27

> Versuche : 33+3

\ 4

DEmpfStr -|=
-
susgegraute wegen Stufenzahl oder Mode

Bl € voliaktorie g ¢ coo
@ i @ {™ Taguchi

@t’" Definitive Screen. @t’" Box Behnk.
@ ‘D @F Mischung

@ {* D-Optimal

Typ

Kandidaten: 725

[ Erstelen Schiieen

Zurick

Weiter Ubersicht Hilfe:

Visual-XSel Experiment

Faktoren Zielgriﬁﬁ.e] Design Optinnen]

Faktorenanordnung

SteifigkStr<=-83,52*DdmpfStr+5087

4500
W
@812
1000
8 30
|:| unzuldzsig Em

Einschrénkungen / Constrains

" zuriicksetzen

' EI links oben

I ﬁ rechts oben
. m rechts unten
. EI links unten

. H SteifigStr=DampfStr

[ mogliche Komb.  +@ [19

Liste der Einschréankungen|

58 DampfStr - SteifigkStr

gen Punkten andern.

Damit diese Einschrankung ubernom-
men wird, muss noch die Taste Neu ge-
drlckt werden.

o % SteifigkStr<=DampiStr

e

Bedingte Einschrinkung

[~ obere Definition

Hinweis: T
Unter Bedingte Einschrankungen
kann definiert werden, ob die Einschran-

“ nur anwenden wenn:
(bernehmen | Lischen | | Jd (R | 2
Erstellen Schiieffen Zuriick Weiter Ubersicht Hilfe
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kung nur bei weiteren Faktorkombinatio-
nen notwendig ist. Dies ist zu empfehlen,
um der Versuchsraum nicht unndétig ein-
zuschranken.

Unter Optionen kénnen u.a. zusatzliche Visual-XSel Experiment X
Versuche definiert werden. Fir D-Opti-
mal werden diese bendtigt, um neben
der Bestimmung des Modells die p-va- Grundversuche Allgermein

Iues ZUu bereChnen. _I Minimale Anzahl Versuche : 28 Tabell ite - 1 .

> I Z:E_’m crsuc_he:: m] e

Die darauf folgenden sind flir die Be-
rechnung der Messunsicherheit bei glei-

Faktoren Zielgrijr!.e] Deszign ] Anordnun

Fixpunkte / Inclusions

[ Worhandene Versuche einbeziehen

chen Parametereinstellungen (,pure er- Zosstzich R M

ro r“) | Ulzter_e_ Einstlg.: 0 & wenn Tab-Seite "Experiment”, dann umbenennen
) > Z_entralpunlde: ) 3 4

Alternativ konnen flr jede Versuchskom- Obere Enstig. 03

bination Wiederholungen vorgesehen
werden. Das ist zu empfehlen, wenn

Wiederhehlungen jeder Versuch

H . Lt : rechnen... A Kandidat t D-Optimal
durch Vorversuche bekannte ist, wie I Ancabi: [eten | [0 B ] ncstense ol
Stark d|e Messungen streuen Eine not- | nebeneinander {* Alle Kombinationen (vollfaktoriell)
i H ' Al hl Tabele : |T1 -
wendige Anzahl zur sicheren Erkennung P eRaallalele
von Effekten lasst sich Uber die Taste Gesamtversuche:  33+3

.berechnen* bestimmen. —

Nur bei D-Optimal ist es méglich, bereits

bestehende Ergebnisse zu berlcksichti- oo | _ : _ o _
N - . Erstellen Schliefften Zurilick Fertig Ubersicht Hilfe

gen. Der Algorithmus fligt dann nur die
Versuche hinzu, die notwendig sind, um o
die Auswertbarkeit sicherzustellen. Hier- . o Hinweis:
durch kann u.U. eine aroRe Anzahl Ver- Bei D-Optimal kdnnen auch Versuche vorgegeben werden,

u - e g aus deren Untermenge mit Hilfe der besten Determinante die
suche eingespart werden. glinstigste Auswahl getroffen wird. Damit lassen sich auch

komplexere Einschrankungen treffen, wenn in der Tabelle
nur ,machbare” Versuche ,angeboten” werden.
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Mit der Taste Erstellen, bzw. Fertig, wird
der Versuchsplan erstellt.

Zuvor erscheint noch eine abschlieRende
Abfrage, ob die Reihenfolge der Versu-
che laufend, oder zufallig sein soll. Letz-
tes ist zu empfehlen, damit zeitliche auf-
tretende StoérgroRen moglichst gleichver-
teilt in den Versuchen auftreten.

e den Versuchen auftrete —

Sind unter dem Reiter Faktoren mindes-
tens zwei Faktoren als Hardware dekla-
riert, kann eine Tabelle erstellt werden,
welche Teile bereitgestellt werden mus-
sen. Diese Tabelle steht dann unter dem
Tabellenreiter Hardware.

Fur den Fall, dass, wie vorher beschrie-
ben, keine Wiederholungen gewahlt wur-
den, oder unter Optionen/Zusétzlich alle

Benutzerinformation

Versuchsreihenfolge
(" Laufende Nummer (¢ Zufaliige Reihenfolge

r

Hardware - Varianten

—» [ Tabelle mit Anzahl unterschiedlicher Hardware erstellen:

Varianten stehen in Tabellenreiter "Hardware

Wiederholungen
Wiederholungen sind notwendig zur Beurteilung der Streuung!

@ ¢ 3imZentrum @ " 3inGrundstufe X ¢ keine

(nur quantitativ

? Hilfe

Einstellungen auf 0 stehen, werden hier
nochmal 3 Wiederholungen empfohlen,
damit die Streuung bewertet werden
kann. Dies ist notwendig, um bei der Aus-
wertung spater den sogenannten ,Pure
Error und das ,Lack of Fit* berechnen zu
kénnen.

In der darauffolgenden Tabelle mit dem Vers

uchsplan sind die Ergebnisse in die Spalte der

ZielgroRe einzutragen. Die Auswertung erfolgt in der Regel mit der Multiplen Regression. Die

weitere Beschreibung hierzu ist:

www.versuchsmethoden.de/Multivle Regression.pdf




